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CORRIGE de mathématique ENSP Yaoundé 2001
Exercice 1

1. * Supposons que |z:| =|z2| =1 alors z: =ei® et z. =eiP avec q, F eR.Ona
b = 712> =eile+B), a =-(z:+22) =-(ele+eiP), donc b =1, et la|<|zi|+| 22| =2.

Par ailleurs a= el (a+p)/2 [ei (a-B)/2) +g-i (a-B)/2]
= -2cos (a-f)/2) el (@+p)/2
D’ou Argb =a+p (2J1) et Arga = (a+p)/2+kJI, ou k=0 ou 1, selon que
-2cos ((a-B)/2 >0 ou —2cos ((a-B)/2) <o.
Donc 2Arga =a+B+2kJI (2J1) =a+f (2JI) =Arg b.

e Supposons que |b| =1, |a] <2 et Arg b =2Arga alors b=el et a= |a|ei%/2, avec
0ER.

Le discriminant vaut A= a2-4b = (4-|a|?) ei ®+/D car |a|2-4< O

Alors z =e @/2)/2(-|a| i (4-|a|2)), donc |z| =1/2(|a|2+4-|a|2)1/2 =1.

IT).1) On suppose a=b. Alors :
(1)= a=b=c (évident)

(2)= a (j2+j) +c =a (j4+j2) +c =0 car j4 =j.j3 =1 et jz1= (-a+c) =0=>
a=b=c (j2+j+1=0)

(3)= 2a2+c2 =a2+2acs> a2-2ac+c2=0—=>(a-c) 2=0=> a=b=c
Il est clair de supposer a, b et c distincts deux a deux.
2) (1) <(3). En effet on a : (1)< les images des trois nombres complexes a, b, ¢
sont les trois sommets d’un triangle équilatéral (éventuellement réduit a un point)
& c-a = (b-a)e/3ou c-a = (b-a) ei/3
<[(c-a)-(b-a)en/3][(c-a)-(b-a) ev/3)]=0
<(a)2+ (a)2-(a) (a) =0<= (3)
(2) (3). En effet, on a:
(2)< aj2+bj+c=0 ou aj+bj2+c=0
<(aj2+bj+c) (aj+bjz+c) =0
< a2+b2+c2-(ab+BC+ca) =0< (3)

D’ou (1)< (2)< (3)
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IIT) Puisque z =1 n’est pas solution, (z+1) 1-(z-1) 2 =0
< Zn=1, avec Z= ;—j & Z=elill/n) k=0,1,..., n-1 et ;—j =el(2iI/n), goit 7 (1-e
(2ikJl/n)) =-1e(2ikI/n) gavec k0.
Il vient zx=-icotg (kJI/n) avec k=1,2,......n-1.

Il y a (n-1) solutions, le polynome P (z) = (z+1) »-(z-1) » est de degré n-1.

Exercice 2

1) .1°r cas : k>o.
Lim xKlnx=0=> lim fx(x) =1

X—0* X—0*
Définissons Fk sur R+ par Fx(0) =1 et F; (x) = fk(x), quelque soit x >0.
Alors Frk est le prolongement par continuité de fk sur R+.
.2¢eme cas : k<o.
Lim xkKInx=-co= lim fk(x) =o0.
X—0* X—0*
Alors le prolongement par continuité de fk sur R+ est la fonction Fx définie par :
Fx(0) =0 et Fx(x) =fk(x) sur R+"
2).1¢r CAS: k -0;
Lim (Fk(x) —Fx(0))/x = lim exp(xklnx-1)/x
X—0* X—0*
= lim xklnx/x, car lim xklnx =0
X—0* X—>0*
= lim xk1nx
X—0*
-1°r sous cas : 0< k< 1
Alors lim (Fx(x) —Fk (0))/x =-0 ¢R,
X—>0*
= Fx n’est pas dérivable a droite en 0. Cependant, son graphe admet une demi-

tangente horizontale orientée vers le bas.
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-2eme gous cas : k >1

Alors lim (Fk(x) —Fx(0))/x =0€R,
X—>0t

= Fx est dérivable a droite en o, avec Fx'(0) =0

.2emecas t k<0
Alors lim (Fx(x) —Fk(0))/x = lim (exp(xklnx))/x = lim exp((xk-1)Inx) =0 €R
X—0* X—0* X—0*
= Fx est dérivable en droite en 0, avec Fi’(0) =0
3) Etude de Fxsur IR+

La fonction Fx est définie et continue sur R+. De plus, elle est dérivable au moins
sur]o, + oo[avec :

Quelque soit x >0, Fr'(x) =fi’(x) = (klnx+1) xk fg(x) ; d’ou :

Fi'(x) =0 < x =xk =exp (-1/Kk) et yx = Fx (xx) = exp (-(exp (-1)/k).

.1¢r cas : k >0, k1.
Alors FK'(X) >0 & X >Xk, FK'(X) < 0 X< Xk
Lim Fi(x) = +o
X—>+00
-1°T sous cas : k >1.

Alors o< 1/k< 1, 1 >exp (-1/Kk) =xk >exp (-1) =a=0,36 et 1 >yk >exp (-(exp (-1))
=p=0,69

X |o a Xk 1 + o
Fx |o - o) + +
Fx 1

Yk
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Le Mk (xx, yk) est un minimum.
Enfin lim Fk(x)/x = lim exp ((xx-1) Inx) =+o0, donc Cxadmet une branche
X—>+00 X—>+00
Parabolique de direction (Oy).

- 2eme gous cas : 0< k< 1. Alors 1/k >1, donc xk=exp (-1/k)< a=exp (-1).
Aussi exp (-1/k) >exp (-1), d’ou —exp (-1/k) < -exp (-1),

Soit o< yx =exp (-(exp (-1)/k) < B=exp (exp (-1)).

Fx

Le point Mk (xk, yk) est encore un minimum. Puisque

Lim Fr(x)/x =lim exp ((xk-1) Inx) =+00, Ck encore une branche parabolique de direction (Oy).
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X—>+00 X—>+00

.2eme cag : k<o. Dans ce cas, -1/k >0, donc xk=exp (-1/k) >1 et — (exp (-1))/k >0,

d’ou yx=exp (-exp (-1)/k) >exp (0) =1.

Fx

Le point Mk est ici un maximum.
Ck admet une asymptote horizontale d’équation y=1.

EXERCICE 3

1. a) Soit X la v.a.r égale au nombre de souris blanches parmi les souris prélevées.
Ici, X suit une loi binomiale B (8,1/4).

2,2 6
= Co) = 201,232 _738 _ 5103

b) On a Pr (X >1) =1-Pr (X=0). D’ou Pr (X >1) >0,95 < Pr (X=0) <0,005
04N
< cfd) @ <o,05

¢) I’événement certain < Pr(X >1), i.e. ( %) ® = 0, c—e qui est impossible .Donc

on ne peut pas trouver un entier n tel que cet événement soit certain.

2-Ici, . 6
Pr(X=2)= C§ Cu _ 385

20
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EXERCICE 4

1) le barycentre G (-3) et O (2) est aussi le barycentre de A (-1), B (-1)

C(-1) etde B (1) et C(1). C‘est doncle point A Alors —3MG + 2MO =-MA et E;

admet pour équation MA = MO’ E; est donc la médiatrice de [AO’] (ou encore la
parallele a (BC) passant par G)

2)On a
MB2+MCz2-2MA2 = (MG + GB) (MG + GB) + (MG +GC) (MG+GC)
-2(MG + GA) (MG + GA) =2MG (GB +GC - 2GA) + GB2 +GC2 - 2GA2

Mais d’une part ,l’isobarycentre d'un triangle est situé aux deux tiers de la
médiane a partir du sommet ,donc GB2 + GC2 - 2GA2=0

e e e S - > —

Et d’autre part, GB + GC = 2GO + OB +OC =2GO = GO’= - GA

- - - -

L ‘équation de E- s’écrit alors 6MG. AG = k Soit donc H € (AG) tel que HG .AG =
k/6.

- — e T -

Alors MG .AG =k/6 ©MH . AG + HG .AG = k/6, soit MH .AG =0

Et E:est parallele a (BC) passant par H.Pour que G € Eo, il faut et il suffit que k=0 et
alors E; =E»

3) Un calcul analogue a celui de 2) montre que

MA2 +MB2 + MC2 = 3MG2 +GA2 + GB2 +GC(C2

Mais, AO = AB.sin (JI/3) = a+/3/2 donc AG = %AO =

Sl

Et AG2 = %a2 = GB2 = GC2d ‘oul ‘égalité demandée.

L‘équation de E; est donc 3MG2 = a2, d’'ou E3 = C (G,&) (cercle)

—In20 _ -2In2-In5 _ 299
In3/4 In3-2In2 28

&n2

< n 211
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